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ABSTRACT
Consideramos la topolog´ıa usual y la topolog´ıa de Bohr en el grupo aditivo de
los racionales, y estudiamos los correspondientes grupos de funciones continuas
en el c´ırculo unidad del plano complejo, dotados de la topolog´ıa compacto–
abierta. Hemos obtenido la reflexividad en sentido Pontryagin de los grupos
mencionados, as´ı como algunas propiedades topolo´gicas.
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Introduccio´n
Dentro del a´lgebra topolo´gica, te´rmino acun˜ado por Arkhangelskii, destaca como un
gran cap´ıtulo el estudio de los espacios de funciones reales continuas definidas en un
espacio topolo´gico X. En efecto, las distintas estructuras algebraicas en los espacios
C(X) inducidas por las correspondientes de R, en conjuncio´n con diversas topolog´ıas,
han dado lugar a un elenco de potentes resultados matema´ticos. Baste mencionar el
teorema de Stone–Weierstrass.
Si se considera C(X) como espacio vectorial y se le dota de la topolog´ıa de la con-
vergencia puntual o´ de la topolog´ıa compacto–abierta se obtiene un espacio vectorial
topolo´gico localmente convexo, y como tal cabe estudiar la reflexividad. Ciertamente
si X es compacto se an˜ade un plus importante de estructura: C(X) con la topolog´ıa
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de la convergencia uniforme en los compactos es entonces un espacio de Banach. Ob-
servemos que recientemente Herna´ndez y Uspenskij [9] han analizado la reflexividad
en sentido Pontryagin de los grupos de la forma C(X), dotados de la topolog´ıa de la
convergencia puntual.
La importancia de los espacios C(X), as´ı como la del grupo topolo´gico multiplica-
tivo de los complejos de mo´dulo 1, T, nos lleva a plantearnos el estudio de los grupos
de la forma C(X,T), donde X es un espacio topolo´gico, y la operacio´n del grupo esta´
dada por la multiplicacio´n puntual de funciones continuas, es decir la inducida por la
operacio´n de T. Primordialmente consideraremos la topolog´ıa compacto–abierta por
su especial relevancia en la teor´ıa de dualidad de grupos topolo´gicos. De ahora en
adelante designamos por C(X,T) el grupo C(X,T) dotado de la topolog´ıa compacto–
abierta, τco.
En la tesis de Außenhofer se estudia la reflexividad de C(X,T) en el sentido de
Pontryagin. All´ı se obtiene que si X es un k-espacio hemicompacto, C(X,T) es refle-
xivo [2, Th 14.9]. Este es un resultado profundo, pues aunque se conoc´ıa un resultado
ana´logo para C(X), las te´cnicas de trabajo en espacios vectoriales topolo´gicos no son
trasladables sin ma´s a grupos topolo´gicos. Conside´rese, por ejemplo, el papel pre-
ponderante que juegan los conjuntos convexos en todo el Ana´lisis Funcional, y que
el concepto de convexidad no es asequible en grupos topolo´gicos. El camino seguido
para la obtencio´n del resultado mencionado es estudiar en primer lugar la reflexividad
de C(K,T) para un espacio compacto K. Despue´s se da un teorema de estructura
de C(X,T), donde X es un k-espacio completamente regular; esencialmente, se des-
cribe C(X,T) como l´ımite del sistema inverso formado por la familia de espacios
C(K,T) cuando K recorre los compactos de X. La reflexividad de C(X,T) se obtiene
apoya´ndose en la reflexividad de los correspondientes grupos de funciones C(K,T), y
el teorema de estructura citado.
Surgen las preguntas naturales:
1) ¿Hay otros espacios X para los que C(X,T) sea reflexivo?. Caracterizar la clase
de los mismos.
2) Obtener teoremas de la forma: C(X,T) es reflexivo si y solo si C(X) es reflexivo
en sentido Pontryagin, i.e. considerado como grupo topolo´gico.
3) Si G es un grupo topolo´gico y G˜ una cubierta universal de G dar condiciones
en X que nos permitan afirmar la equivalencia entre la reflexividad de C(X,G)
y de C(X, G˜).
Este trabajo constituye un pequen˜o paso en la direccio´n de estos objetivos, ya que he-
mos estudiado algunos ejemplos desde este punto de vista. Tomando como espacio X
el grupo de los nu´meros racionales con su topolog´ıa usual y con la topolog´ıa de Bohr
asociada a e´sta, hemos probado que son reflexivos en sentido Pontryagin los corres-
pondientes grupos C(Q,T) y C(Qb,T); que el primero constituye la compleccio´n del
segundo, as´ı como algunas otras propiedades topolo´gicas de ambos. Hemos procurado
dar demostraciones directas siempre que nos ha sido posible.
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1. El grupo topolo´gico C(Q,T)
Notacio´n Como es habitual, los s´ımbolos R,Q y T designan los conjuntos de los
nu´meros reales, racionales o complejos de mo´dulo 1 respectivamente, y tambie´n de-
signan —se entendera´ por el contexto— los correspondientes espacios topolo´gicos, do-
tados de la topolog´ıa eucl´ıdea, o inducida por e´sta. Si K ⊂ X es compacto y V ⊂ T un
abierto, se designara´ —siguiendo a Arens— por (K,V ) := {f ∈ C(X,T) : f(K) ⊂ V }.
Los conjuntos (K,V ), cuando K recorre los compactos de X y V los abiertos de T
constituyen una subbase de la topolog´ıa compacto–abierta de C(X,T). Usaremos la
notacio´n (K,V )X solamente si fuera necesario distinguir el espacio X, dominio de las
funciones.
Comenzamos estudiando algunas propiedades topolo´gicas de C(Q,T). La ope-
racio´n en C(Q,T) es multiplicacio´n puntual, i.e. (f, g) → fg : q → f(q)g(q) para
q ∈ Q; el elemento neutro es la funcio´n constantemente 1, que llamaremos f1. Se
demuestra fa´cilmente que los conjuntos de la forma (K,Vn), donde K ⊂ Q es un
compacto cualquiera y Vn = {e2πit : |t| < 1n}, forman una base de entornos de f1.
Teorema 1.1 C(Q,T) no verifica el I-axioma de numerabilidad.
Demostracio´n. Probaremos que f1 no posee una base numerable de entornos. Ob-
servemos primero que si (K1, Vn1) ⊂ (K2, Vn2), entonces Vn1 ⊂ Vn2 y K2 ⊂ K1. El
primer contenido es trivial. Supongamos que existe x0 ∈ K2 \ K1. Como K1 es
cerrado, δ := d(x0,K1) > 0, donde d designa la distancia asociada al valor absoluto.
Sean y1, y2 ∈ R \Q tales que y1 < x0 < y2 y d(x0, yi) < δ2 , para i = 1, 2.
Definimos g : Q → T mediante
g(x) =
{
1 si x < y1 o x > y2
z0 /∈ Vn2 si y1 < x < y2
Hemos construido una funcio´n continua que se hace 1 en K1 pero tal que g(x0) /∈ Vn2 ,
y esto contradice nuestra hipo´tesis, luego K2 ⊂ K1.
Supongamos ahora que existe B = {(Km, Vn) : n,m ∈ N}, base numerable de en-
tornos de f1 ∈ C(Q,T). Vamos a obtener una contradiccio´n probando que en ese caso
Q ser´ıa hemicompacto. En efecto, dado un compacto K ⊂ Q, consideramos el entorno
de f1 dado por (K,Vn). Deben existir n0,m0 ∈ N tales que (Km0 , Vn0) ⊂ (K,Vn),
y por el pa´rrafo anterior, K ⊂ Km0 . Tenemos por tanto una familia numerable de
compactos, que es cofinal en la familia de todos los compactos de Q, respecto de la
relacio´n de “contenido” . Adema´s Q =
∞⋃
m=1
Km, ya que el mismo razonamiento se
aplica a los compactos unipuntuales.
Como cualquier espacio metrizable hemicompacto ha de ser localmente compacto
([12, XIII.3.14]), Q no puede ser hemicompacto. Esta contradicio´n prueba que C(Q,T)
no es I-axioma. 
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Corolario 1.2 C(Q,T) no es metrizable.
Proposicio´n 1.3 Los subconjuntos compactos de C(Q,T) son metrizables.
Demostracio´n. Basta tener en cuenta que el espacio C(Q,T) admite una topolog´ıa
metrizable, menos fina que la compacto–abierta. En efecto, designemos por Cp(X,T)
al conjunto C(X,T) dotado de la topolog´ıa de la convergencia puntual τp. Como
Cp(Q,T) es subespacio topolo´gico del espacio producto TQ, que es metrizable, se ob-
tiene fa´cilmente la afirmacio´n. 
Cuestio´n. ¿Es C(Q,T) un espacio de Fre´chet–Urysohn?. Obse´rvese que en la pro-
posicio´n anterior se puede sustituir los subconjuntos compactos de C(Q,T) por los
subconjuntos relativamente numerablemente compactos. Sin embargo, no sabemos
si la clausura de un subconjunto cualquiera puede determinarse por convergencia de
sucesiones.
Definimos la aplicacio´n restriccio´n
r : C(R,T) → C(Q,T)
f → f|Q
Claramente r es un homomorfismo continuo. Por ser Q denso en R, r es inyectiva.
Sin embargo, r no es sobreyectiva:
En efecto, la aplicacio´n f : Q → T definida por
f(x) =
{
1 si | x |< √2
−1 si | x |> √2
es una aplicacio´n continua de Q en T que no se puede extender continuamente a R.
La imagen de r contiene a los homomorfismos continuos y en general a las funciones
uniformemente continuas.
Proposicio´n 1.4 La aplicacio´n r : C(R,T) → C(Q,T) no es encaje topolo´gico, es
decir, r no es abierta en la imagen.
Demostracio´n. Vamos a probar que el entorno del neutro de C(R,T) dado por
(K,Vm), donde K = [−1, 1], se transforma mediante r en un conjunto que no es
entorno de f1 en r(C(R,T)).
Sea F un subconjunto compacto arbitrario de Q. Se verifica que (K ∩Q) \F = ∅;
de lo contrario, K ∩Q ⊂ F y, como K ∩Q es cerrado en Q, K ∩Q ser´ıa un compacto
de Q. Esto nos lleva a un absurdo, ya que K ∩Q ser´ıa tambie´n compacto en R, y por
tanto cerrado.
Veamos ahora que (F, Vn) ∩ r(C(R,T))  r((K,Vm)). A tal efecto describimos la
siguiente funcio´n f : R → T:
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(i) Si 1m <
1
n , tomamos t0 ∈ R tal que 1m < t0 < 1n , y definimos f(x) := e2πit0 ,
para todo x de R. Se cumple que r(f) ∈ (F, Vn), pero f /∈ (K,Vm).
(ii) Supongamos ahora 1n ≤ 1m . Teniendo en cuenta lo demostrado en el pa´rrafo
anterior, (K ∩Q) \ F = ∅ para el compacto F ⊂ Q. Fijamos x0 ∈ (K ∩Q) \ F
y elegimos ε tal que 0 < ε < d(x0, F ). Obviamente, (x0 − ε2 , x0 + ε2 ) ∩ F = ∅.




0 si x < x0 − ε2
2
εm (x− x0 + ε2 ) si x0 − ε2 ≤ x ≤ x0
−2
εm (x− x0 − ε2 ) si x0 ≤ x ≤ x0 + ε2
0 si x0 + ε2 < x
Sea f = e2πif˜ ∈ C(R,T). Se tiene que f /∈ (K,Vm) y sin embargo r(f) ∈ (F, Vn).
Como los conjuntos de la forma (F, Vn), con F ⊂ Q compacto, y n ∈ N constituyen
una base de entornos de f1 en C(Q,T), tenemos que r no es abierta en la imagen.

Damos a continuacio´n un lema que nos permitira´ obtener que la imagen de C(R,T)
por la aplicacio´n restriccio´n es densa en C(Q,T).
Lemma 1.1 Sea K un subconjunto compacto de Q, y f : K → T una aplicacio´n
continua. Existe f˜ : R → T continua tal que f˜(h) = f(h) para todo h ∈ K.
Demostracio´n. Por ser K numerable, la funcio´n f no puede ser suprayectiva. Sea
p ∈ T \ f(K), y ρ : T \ {p} → (0, 1) un homeomorfismo. Si consideramos K como
subconjunto de R, la funcio´n ρf se extiende por el teorema de Tietze a todo R. Si
g : R → (0, 1) designa una extensio´n continua de ρf , claramente puede definirse f˜
como ρ−1g compuesta con la inclusio´n de T \ {p} en T. 
Proposicio´n 1.5 Las funciones continuas de Q en T que admiten una extensio´n
continua a R constituyen un subgrupo denso de C(Q,T).
Demostracio´n. Sea K un compacto de Q, V un abierto de T y (K,V ) un abierto
subba´sico de C(Q,T). La prueba deriva del siguiente hecho: Para f ∈ (K,V ) podemos
determinar h ∈ (K,V )R ⊂ C(R,T) tal que r(h) = h|Q ∈ r(C(R,T)) ∩ (K,V ). En
efecto, para f|K , por el lema anterior, existe una aplicacio´n continua h ∈ C(R,T) tal
que h|K = f|K .
Consideremos ahora un abierto ba´sico no vac´ıo, U := (K1, V1) ∩ · · · ∩ (Kn, Vn).
Para cualquier f ∈ U , tomando K := K1 ∪ · · · ∪Kn nos fijamos en f|K , y razonando
como en el pa´rrafo anterior, llegamos a que U ∩ r(C(R,T)) = ∅. 
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Observacio´n 1.6 Si en vez de considerar todas las aplicaciones continuas en la Pro-
posicio´n 1.4 nos referimos u´nicamente a los homomorfismos continuos, CHom(X,T),
se obtiene el resultado sorprendente de que r : CHom(R,T) → CHom(Q,T) es iso-
morfismo topolo´gico. La suprayectividad de r se sigue de que todo homomorfismo
continuo de Q en T es uniformemente continuo. El hecho de que r es abierta puede
verse en [2] y [5], donde se obtiene la validez de la afirmacio´n en un contexto ma´s
general.
Proposicio´n 1.7 El grupo C(Q,T) contiene un subgrupo cerrado topolo´gicamente
isomorfo a R dotado de la topolog´ıa usual. En particular, C(Q,T) contiene subgrupos
uniparame´tricos.
Demostracio´n. En [10, 23.27] puede verse que CHom(R,T) es topolo´gicamente
isomorfo a R con la topolog´ıa usual. Por tanto, teniendo en cuenta la Observacio´n
1.6, Ru ∼= CHom(Q,T) constituye un subgrupo uniparame´trico de C(Q,T). Por tra-
tarse de un subgrupo localmente compacto, CHom(Q,T) es cerrado en CHom(Q,T).

Cuestio´n ¿Es r(CHom(R,T)) un subgrupo determinado de C(Q,T)?. Dicho de otro
modo, ¿es la aplicacio´n dual de r un isomorfismo topolo´gico?.
2. Otros ejemplos
Las Proposiciones 2.1 y 2.2 permiten sustituir Q por un espacio completamente regular
y T1 (i.e. de Tychonoff) en algunos de los resultados obtenidos en la seccio´n anterior.
Proposicio´n 2.1 Si un espacio topolo´gico X es completamente regular, X tiene la
topolog´ıa de´bil correspondiente a sus funciones continuas C(X,T).
Demostracio´n. Recordemos que X tiene la topolog´ıa de´bil correspondiente a sus fun-
ciones continuas C(X, I), donde I = [0, 1]. Basta por tanto componer cada funcio´n
de X en I con la funcio´n ρ : I → T definida por ρ(t) = exp{iπt}. 
Proposicio´n 2.2 Sea X un espacio completamente regular y T1, K ⊂ X compacto
y f : K → T continua, no suprayectiva. La aplicacio´n f se extiende a una aplicacio´n
continua f˜ : X → T.
La demostracio´n se puede hacer de forma ana´loga a la del Lema 1.1, identificando
previamente el compacto K con su imagen en la compactacio´n de Stone–Cˇech de X,
para poder usar el teorema de Tietze. Obse´rvese que no imponemos ninguna condicio´n
de conexio´n en el espacio X.
Proposicio´n 2.3 Sea X un espacio completamente regular y T1. Entonces C(X,T)
es I-numerable si y solo si X es hemicompacto.
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La afirmacio´n directa se prueba siguiendo el argumento del Teorema 1.1 y apoya´ndose
en la Proposicio´n 2.2 para construir la funcio´n g all´ı mencionada. La rec´ıproca era ya
conocida, [1, Teorema 7].
El siguiente corolario es consecuencia de que R es hemicompacto y de que todo
grupo topolo´gico I-numerable es metrizable:
Corolario 2.4 C(R,T) es metrizable.
Observacio´n 2.5 Teniendo en cuenta que un grupo topolo´gico que contiene un sub-
grupo metrizable denso, es necesariamente metrizable, obtenemos otra prueba de que
r : C(R,T) → C(Q,T) no es abierta en la imagen. En efecto, siendo r un homo-
morfismo inyectivo, r(C(R,T)) es un subgrupo de C(Q,T) algebraicamente isomorfo
a C(R,T). Por otra parte r es continua, pero no puede ser un encaje topolo´gico, pues
en ese caso r(C(R,T)) ser´ıa subgrupo topolo´gico de C(Q,T) metrizable y denso (por
2.4 y 1.5 respectivamente), y llegar´ıamos a una contradiccio´n con la Proposicio´n 1.2.
Luego r no es abierta en la imagen.
Proposicio´n 2.6 Si X es un espacio metrizable que no es localmente compacto, en-
tonces C(X,T) no es I-numerable y por tanto no es metrizable.
Demostracio´n. En efecto, si C(X,T) fuera I-numerable, por la proposicio´n anterior
X ser´ıa hemicompacto, pero un espacio metrizable hemicompacto es necesariamente
localmente compacto. 
Proposicio´n 2.7 Sea X un espacio metrizable localmente compacto. El grupo C(X,T)
es metrizable si y solo si X es σ-compacto.
Para su demostracio´n basta tener en cuenta que un espacio localmente compacto es
hemicompacto si y solo si es σ-compacto, y aplicar la Proposicio´n 2.3.
Proposicio´n 2.8 El grupo C(R \Q,T) tiene las siguientes propiedades:
a) No es metrizable.
b) La aplicacio´n restriccio´n r : C(R,T) → C(R \Q,T) no es abierta.
c) Contiene densamente al conjunto r(C(R,T)).
Demostracio´n. La demostracio´n de a) se sigue de la Proposicio´n 2.6.
Para demostrar b) no se puede argumentar como en la Proposicio´n 1.5, ya que los
compactos de R\Q no son en general numerables; esto se deduce fa´cilmente del hecho
de que R \ Q es homeomorfo a NN. En [2, Corolario 13.6, p.64] se prueba que una
aplicacio´n continua de un espacio compacto totalmente inconexo en T puede elevarse
a aplicacio´n continua en R, lo que podremos usar para nuestros fines.
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Sea ahora un abierto ba´sico no vac´ıo, U := (K1, V1)∩· · ·∩(Kn, Vn) ⊂ C(R\Q,T), y
sea f ∈ U . Consideremos K := K1∪· · ·∪Kn. Como K ⊂ R\Q es totalmente inconexo
y compacto, por el resultado mencionado en el pa´rrafo anterior, existe f˜ : K → R
continua tal que e2πif˜ = f|K . Por otra parte K es un compacto de R, luego cerrado, y
por el teorema de Tietze existe g˜ ∈ C(R,R) tal que g˜|K = f˜ . Para g := e2πig˜ ∈ C(R,T)
se tiene que r(g)(K) = g(K) = e2πig˜(K) = e2πif˜ (K) = f(K). Por tanto, r(g) ∈ U , lo
que prueba que r(C(R,T)) es denso en C(R \Q,T).
Por u´ltimo, las consideraciones hechas en la Observacio´n 2.5 prueban que r no es
abierta en la imagen. 
3. La topolog´ıa de Bohr en Q
Vamos a considerar ahora una nueva topolog´ıa en Q, que de hecho puede definirse
en cualquier grupo topolo´gico abeliano G. Como es sabido los homomorfismos de G
en T se denominan caracteres, y el grupo formado por los caracteres continuos de G
dotado de la topolog´ıa compacto–abierta se denomina grupo dual de G, y se denota
por G∧. En la Observacio´n 1.6 mencionamos que Q∧ es topolo´gicamente isomorfo a
R∧, que a su vez puede identificarse a R dotado de la topolog´ıa usual. En particular,
podemos pensar que cada nu´mero real r da lugar a un cara´cter continuo ξr : Q → T
definido por ξr(t) = e2πirt, y todos los caracteres continuos de Q vienen dados de esa
forma.
La topolog´ıa de Bohr de Q es precisamente la topolog´ıa de´bil inducida por la
familia {ξr : r ∈ R}. Designaremos por Qb a Q dotado de su topolog´ıa de Bohr,
τb. Observemos que el s´ımbolo Q hasta ahora ha sido usado en dos sentidos, como
conjunto soporte y como espacio topolo´gico. En adelante designaremos por Qu a Q
dotado de la topolog´ıa usual, cuando nos parezca que es oportuna la distincio´n.
Se demuestra directamente que Qb es grupo topolo´gico, y es precompacto ya que
puede encajarse topolo´gicamente en el grupo compacto TR. Como Q dotado de su
topolog´ıa usual τ no es precompacto, podemos afirmar que τb < τ estrictamente.
Estudiamos a continuacio´n algunas propiedades de Qb, cuya demostracio´n se obtiene
teniendo en cuenta que Q es numerable, y Qb completamente regular y T2.
Proposicio´n 3.1 El grupo topolo´gico Qb es paracompacto (luego normal), y σ-compacto.
No es espacio de Baire.
Proposicio´n 3.2 Un subconjunto de Q es compacto en la topolog´ıa de Bohr si y solo
si es compacto en la topolog´ıa usual. En consecuencia, el grupo Qb no es compacto,
ni hemicompacto.
Demostracio´n. La primera afirmacio´n es cierta para todo grupo nuclear [4]. Este
es un resultado profundo que generaliza un teorema de Glicksberg —de ide´ntico
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contenido— para grupos localmente compactos abelianos. Por otra parte Q es un
grupo nuclear, (ya que es subgrupo de un grupo localmente compacto, [3]) y esto
finaliza la prueba. 
Advertimos al lector que la definicio´n de grupo nuclear es sumamente complicada,
y que cualquier resultado obtenido para la clase de los grupos nucleares es de una
gran fuerza y estabilidad. En [3] se introducen y estudian dichos grupos.
Corolario 3.3 El grupo Qb no es k-espacio. Por tanto no es metrizable, ni local-
mente compacto.
Demostracio´n. Basta tener en cuenta que Qu es k-espacio, y que solo puede haber una
topolog´ıa de k-espacio entre todas las que admiten la misma familia de compactos.

Por la definicio´n de la topolog´ıa de Bohr, se comprueba directamente que los
grupos Q y Qb admiten los mismos caracteres continuos. Sin embargo C(Qb,T) =
C(Q,T) ya que las funciones continuas de Q y Qb en T determinan las topolog´ıas
τ y τb respectivamente, (Proposicio´n 2.1). En cualquier caso, observando que los
entornos de cero en τb no son acotados en Q (en el sentido tradicional ), la funcio´n f :
Q → T definida por f(q) = exp{πiχC(q)}, donde χC denota la funcio´n caracter´ıstica
del conjunto C = [−√2,√2] ∩ Q, es un ejemplo de funcio´n continua respecto de la
topolog´ıa usual y no continua respecto de la topolog´ıa de Bohr.
Proposicio´n 3.4 C(Qb,T) es un subgrupo topolo´gico de C(Q,T).
Demostracio´n. Toda funcio´n continua de Qb en T es tambie´n continua considerada
de Q en T ya que τb < τ . Como los compactos en τb y en τ coinciden, se tiene que
C(Qb,T) ⊂ C(Q,T) es subgrupo topolo´gico. 
Proposicio´n 3.5 El grupo topolo´gico C(Q,T) es completo y es la compleccio´n de
C(Qb,T).
Por ser Q un k-espacio, y T me´trico completo, C(Q,T) es completo [12, XIII.2.33
b)]. Por otra parte la compleccio´n de C(Qb,T) viene dada por todas aquellas funciones
de Q en T que restringidas a los compactos de τb sean continuas. Dichas funciones
son exactamente las de C(Q,T), teniendo en cuenta la Proposicio´n 3.2.
Corolario 3.6 El grupo topolo´gico C(Qb,T) no es metrizable.
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4. Reflexividad
Un grupo topolo´gico abeliano G se dice que es reflexivo (o reflexivo en sentido de
Pontryagin) si la aplicacio´n cano´nica de G en su bidual G∧∧, que llamaremos α,
es isomorfismo topolo´gico. El famoso teorema de dualidad de Pontryagin afirma
que los grupos localmente compactos abelianos son reflexivos. En [13] se estudia la
reflexividad de algunos grupos topolo´gicos libres abelianos sobre espacios de Tychonoff
X. Dichos grupos —damos ma´s abajo su definicio´n— esta´n muy relacionados con los
espacios de funciones C(X,T), y de hecho aplicando los resultados de [13], que tambie´n
han sido objeto de estudio en [2] y en [8] independientemente, obtendremos fa´cilmente
que C(Q,T) y C(R \Q,T) son reflexivos.
Los grupos topolo´gicos libres abelianos, definidos por Markov en 1945, han sido
muy estudiados en la escuela rusa de topolog´ıa general de los u´ltimos tiempos, liderada
por Arhangelskii. Como su nombre indica, recuerdan —de hecho generalizan— a la
clase notable dentro del Algebra de los grupos libres abelianos.
Dado un espacio de Tychonoff X, el grupo topolo´gico libre abeliano sobre X es una
terna (A(X), σ, τ) tal que (A(X), σ) es el grupo abeliano libre (algebraico) sobre el
conjunto X, y τ es una topolog´ıa de grupo de Hausdorff en A(X), tal que:
• σ : X → A(X) es un encaje topolo´gico con imagen cerrada.
• Para todo grupo topolo´gico abeliano G y toda aplicacio´n continua φ : X → G
existe un u´nico homomorfismo continuo Φ : A(X) → G tal que Φσ = φ.
La prueba de la existencia del grupo topolo´gico libre abeliano sobre un espacio de
Tychonoff X puede verse en [10, 8.8], o [2, 12.1]. De la definicio´n se deduce la unicidad
(a menos de isomorfismos). Es pra´ctica habitual llamar simplemente A(X) al grupo
topolo´gico libre abeliano sobre X, y se sobreentienden los otros dos elementos de la
terna.
Un grupo topolo´gico libre abeliano se puede considerar como subgrupo cerrado
de un espacio localmente convexo. En efecto, Markov tambie´n definio´ el espacio lo-
calmente convexo libre sobre un espacio de Tychonoff X, L(X) (de modo catego´rico,
similar a como se define el grupo topolo´gico libre abeliano A(X)). La aplicacio´n iden-
tidad en X, 1X , da lugar a un homomorfismo continuo de A(X) en L(X), que —como
probo´ Tkachenko— es adema´s un encaje topolo´gico, con imagen cerrada. En nuestro
trabajo solo nos interesa destacar que algunas propiedades de A(X) pueden derivarse
de su condicio´n de subgrupo de un espacio localmente convexo, como expresamos a
continuacio´n.
Proposicio´n 4.1 El grupo topolo´gico libre abeliano sobre un espacio de Tychonoff
X, A(X), es localmente cuasi-convexo. Por tanto la aplicacio´n cano´nica α : A(X) →
A(X)∧∧ es un monomorfismo y es abierta en su imagen.
Demostracio´n. Remitimos al lector a [3, 14.3], donde adema´s podra´ encontrar la
definicio´n precisa y propiedades de los grupos localmente cuasi-convexos. 
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Estudiamos ahora la relacio´n que existe entre los grupos C(X,T) y A(X)∧. Es
claro que para un cara´cter continuo ϕ : A(X) → T, la composicio´n ϕσ define un ele-
mento de C(X,T). Rec´ıprocamente, toda funcio´n continua f : X → T se “extiende“
a un homomorfismo continuo F : A(X) → T, tal que Fσ = f . Por la unicidad de
F se obtiene que la correspondencia ϕ → ϕσ es una biyeccio´n de A(X)∧ → C(X,T),
que vamos a llamar R, y fa´cilmente se demuestra que es un isomorfismo continuo.
Un argumento delicado (ve´ase [2, 15.1]) (que en particular requiere conocer que los
compactos de A(X) tienen conjunto soporte acotado en X, usar la compactacio´n
de Stone–Cˇech de X y un teorema de Arhangelskii) prueba que si el espacio X es
Nachbin–Shirota, entonces R es abierta, y por tanto isomorfismo topolo´gico. Recor-
demos que un espacio completamente regular X es Nachbin–Shirota, o µ-espacio si
cumple la siguiente condicio´n: Un subconjunto cerrado S ⊂ X es compacto si y solo
si toda funcio´n real continua definida en X, es acotada en S. Observemos que el
“so´lo si” es lo que establece una condicio´n, puesto que si S es compacto, f(S) ⊂ R es
acotado para toda funcio´n f ∈ C(X,R). Para futuras citas, sintetizamos lo expuesto
en la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 4.2 Si X es un espacio de Nachbin–Shirota, la aplicacio´n R : A(X)∧ →
C(X,T) definida por ϕ → ϕσ, para ϕ ∈ A(X), es isomorfismo topolo´gico. En con-
secuencia, la aplicacio´n dual R∧ : C(X,T)∧ → A(X)∧∧ es tambie´n isomorfismo to-
polo´gico.
Proposicio´n 4.3 Si X es un espacio de Tychonoff cualquiera, R∧ : C(X,T)∧ →
A(X)∧∧ es homomorfismo continuo e inyectivo. Adema´s R∧ transforma isomo´r-
ficamente el subgrupo H engendrado por las evaluaciones puntuales δx : C(X,T) → T,
con x ∈ X, en el subgrupo α(A(X)).
Demostracio´n. La primera afirmacio´n se sigue del hecho de que R es en particular
continuo y suprayectivo.
Sea ξ un elemento de H. Por la definicio´n de homomorfismo dual, R∧(ξ) : χ →
ξ(R(χ)) = ξ(χσ).
En particular ξ es producto de evaluaciones; supongamos que para f ∈ C(X,T)
se tiene ξ(f) = Πf(xi)ni con i ∈ {1, . . . r}, xi ∈ X y ni ∈ Z. Entonces: ξ(χσ) =
Πχσ(xi)ni = αA(X)(Σniσ(xi)) y rec´ıprocamente, todo elemento de la imagen α(A(X))
describe un elemento de H. 
Corolario 4.4 Si A(X) es reflexivo, los caracteres de C(X,T) solo pueden ser pro-
ductos finitos de evaluaciones puntuales.
Demostracio´n. En efecto, R∧ : C(X,T)∧ → A(X)∧∧ ∼= α(A(X)) es homomorfismo
inyectivo. 
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Proposicio´n 4.5 Si un espacio X es Nachbin–Shirota y los caracteres de C(X,T)
son productos finitos de evaluaciones puntuales, entonces A(X)∧∧ = α(A(X)). Si
adema´s X es k-espacio, A(X) es reflexivo.
Demostracio´n. Las Proposiciones 4.2 y 4.3 dan lugar a la primera afirmacio´n, que
a su vez prueba la suprayectividad de α. La Proposicio´n 4.1 prueba que α es abierta
e inyectiva. Por u´ltimo, si X es k-espacio, se obtiene —directamente de la definicio´n
de grupo topolo´gico libre abeliano— que A(X) es k-grupo en el sentido de Noble, y
en consecuencia α es continua, [11]. Luego A(X) es reflexivo.

Proposicio´n 4.6 Si un espacio de Tychonoff X no contiene subconjuntos conexos
compactos distintos de los unipuntuales, los caracteres de C(X,T) son productos de
evaluaciones puntuales.
Demostracio´n. Esto es [2, 14.7]. 
Teorema 4.7 Los grupos C(Q,T) y C(R \Q,T) son reflexivos.
Demostracio´n. Los espacios Q y R \Q son Nachbin–Shirota por ser paracompactos
[2, 1.13], y por la Proposicio´n 4.2, C(Q,T) y C(R\Q,T) son topolo´gicamente isomorfos
a A(Q)∧ y A(R \Q)∧ respectivamente.
Por otra parte, Q y R \ Q son totalmente inconexos y k-espacios. Aplicando las
Proposiciones 4.6, 4.5 y 4.3, se obtiene que A(Q) y A(R\Q) son reflexivos. Asimismo
son reflexivos sus duales A(Q)∧ y A(R \Q)∧.

Teorema 4.8 El grupo C(Qb,T) es reflexivo.
Demostracio´n. El espacio Qb es paracompacto (Proposicio´n 3.1), y por el mismo ar-
gumento del teorema anterior, es Nachbin–Shirota y tenemos el isomorfismo A(Qb)∧ ∼=
C(Qb,T). Adema´s, Qb -siendo numerable y completamente regular- es totalmente in-
conexo. Mediante las Proposiciones 4.6, 4.3 y 4.2, obtenemos que el homomorfismo
R∧ : C(Qb,T)∧ → A(Qb)∧∧ ∼= α(A(Qb)) es 1-1 continuo y sobre.
Vamos a probar ahora que la aplicacio´n cano´nica de C(Qb,T) en C(Qb,T)∧∧ es
continua, y para ello veremos que los compactos del dual de C(Qb,T) son equiconti-
nuos. Si K ⊂ C(Qb,T)∧ es compacto, tambie´n lo es su imagen R∧(K) en α(A(Qb)).
Identificamos este u´ltimo con un compacto de A(Qb), digamos L. Sabemos que en ge-
neral los compactos de A(X) tienen soporte funcionalmente acotado en X. Luego por
ser Qb Nachbin–Shirota, sop L ⊂ Qb es compacto. Se comprueba directamente que es
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equicontinuo en C(Qb,T), al considerar Q sumergido en el dual de C(Qb,T). Bajo este
punto de vista K es un subconjunto de sop L, y por tanto tambie´n es equicontinuo.

Observacio´n 4.9 Los grupos G1 = C(Q,T) y G2 = C(Qb,T) admiten los mismos
caracteres continuos por la Proposicio´n 3.5. Pero G∧1 no es topolo´gicamente isomorfo
a G∧2 ya que G1 y G2 son reflexivos en sentido Pontryagin, y G1 es un subgrupo propio
de G2.
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